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Resumen

En este articulo se analiza el nivel de razonamiento estadistico que muestran profesores de
matematicas sobre variabilidad al momento de resolver tareas de prediccion inscritas en problemas
binomiales, antes y después de desarrollar actividades de simulacion computacional. El método de
investigacion corresponde a un estudio de casos, donde participaron siete profesores en servicio.
Para la recoleccion de los datos se utilizaron dos cuestionarios que sirvieron como previo y
posterior en cada fase del estudio. Las respuestas de los profesores fueron analizadas considerando
cuatro niveles de razonamiento estadistico establecidos a partir de la taxonomia SOLO:
preestructural, uniestructural, multiestructural y relacional. Las respuestas al cuestionario previo
indican un predominio del nivel preestructural, al no cumplir con lo requerido de la tarea; después
de las actividades de simulacion, se evidencié un aumento en el nivel de razonamiento en las
respuestas de los profesores, clasificaindolas en multiestructural y relacional, es decir, consideraron
la variabilidad en las tareas de prediccion.

Palabras clave: Razonamiento estadistico, Profesores en servicio, Distribucion binomial, Prediccion,
Simulaciéon computacional.

Statistical reasoning levels of mathematics teachers about variability
Abstract

This article analyzes the level of statistical reasoning about variability that mathematics teachers
show when solving prediction tasks registered in binomial problems, before and after taking part of
computational simulation activities. The research method corresponds to a case study, in which
seven in-service teachers participated. To collect the data, two questionnaires were used that served
as pre and post in each phase of the study. The teachers' responses were analyzed considering four
levels of statistical reasoning established from the SOLO taxonomy: prestructural, unistructural,
multistructural and relational. The answers to the previous questionnaire indicate a predominance of
the prestructural level, by not fulfilling the requirements of the task; after the simulation activities,
an increase in the level of reasoning was evident in the teachers' responses, classifying them as
multistructural and relational, by considering the variability in the prediction tasks.

Keywords: Statistical reasoning, In-service teachers, Binomial distribution, Prediction, Computational
simulation.

Niveaux de raisonnement statistique des professeurs de mathématiques sur la
variabilité

Résumé

Cet article analyse le niveau de raisonnement statistique que montrent les professeurs de
mathématiques sur la variabilité au moment de résoudre des taches de prédiction inscrites dans des
problémes binomiaux, avant et aprés le développement des activités de simulation informatique. La
méthode de recherche correspond a une étude de cas, a laquelle sept professeurs de service ont
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participé. Pour collecter les données, deux questionnaires ont été utilisés qui ont servi de pré et de
post dans chaque phase de 1'é¢tude. Les réponses des professeurs ont ¢été analysées en considérant
quatre niveaux de raisonnement statistique établis a partir de la taxonomie SOLO: préstructurel,
unistructurel, multistructurel et relationnel. Les réponses au questionnaire précédent indiquent une
prédominance du niveau préstructurel, en ne remplissant pas les exigences de la tiche; apres les
activités de simulation, on a constaté une augmentation du niveau de raisonnement dans les
réponses des professeurs, en les classant en multistructurel et relationnel, ¢’est-a-dire en prenant en
compte la variabilité dans les taches de prédiction.
Mots clés: Raisonnement statistique, Professeurs en service, Distribution binomiale, Prédiction, Simulation

informatique.

1. INTRODUCCION Y PROBLEMATICA

Percibir la variabilidad en los datos corresponde a una
actividad importante en Estadistica. Shaughnessy (1997)
sefiala que la variacion es una de las ideas importantes en la
enseflanza y el aprendizaje de esta drea de las matematicas,
mientras que Wild y Pfannkuch (1999) sefialan que la
variabilidad es un componente critico del pensamiento y
quehacer estadistico. Frecuentemente, los términos
variabilidad y variacion se usan indistintamente, por lo que
Reading y Shaughnessy (2004) sugieren distinguirlos: 1)
utilizar variabilidad como la tendencia de una caracteristica
a cambiar que es observable y 2) variacion como la
descripcion o medida de dicha caracteristica; bajo esta
perspectiva consideramos la variabilidad.

La variabilidad subyace en la idea de que los resultados de
un experimento aleatorio varian en la forma en que se tiene
la certeza de predecir como se distribuiran. A corto plazo los
resultados tienen mayor variabilidad, debido a que es dificil
predecir su comportamiento; mientras que a largo plazo la
variabilidad es menor, al aparecer un patrén que permite
predecir el comportamiento de los resultados. En otras
palabras, la relacion entre la distribucion tedrica y la
distribucion empirica reflejan la variabilidad que se ve en
los datos (Bakker y Gravemeijer, 2004). Con base en esto,
podemos mencionar que una manera de observar la
variabilidad en los datos es a partir de su distribucion. En
este sentido, Pfannkuch y Reading (2006, p.4) sefialan que
“el razonamiento sobre la variacion solo es posible a través
de su representacion en diagramas o graficos que
‘representan intuitivamente la realidad original via la
intervencion de una estructura conceptual’, tales como
graficos y diagramas de frecuencias de datos”. Cabe

destacar que la variabilidad y la distribuciéon son
consideradas ideas fundamentales de la Estadistica
(Shaugnessy, 2019), sin embargo, suelen pasar

desapercibidas por los profesores de matematicas y se
asume, inconscientemente, que su comprension se da de
manera natural en los estudiantes (Wild, 2006).

La aparicion de las herramientas tecnoldgicas promueve una
nueva arista para investigar la comprension de los
estudiantes y los profesores acerca de la variabilidad, ya que
este fenémeno es dificil de percibir debido a la dificultad de
realizar un sin nimero de experimentos aleatorios, pero hoy
los entornos computacionales nos brindan herramientas que
facilitan la simulacidén, recolecciéon, manipulacion,
representacion de datos, entre otros (e.g. Ben-Zvi, 2004).
Shaughnessy (1997, p.13) reafirma lo anterior, posiblemente
cuando sefiala: “hoy en dia realmente es muy facil obtener
muestras  [...] introduciendo una simulaciéon por
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computadora [...] del experimento usando una cierta clase
de software para obtener muestras”. En este sentido, es
conveniente reflexionar sobre las funciones que pueden
tener estas herramientas en la practica educativa. Ben-Zvi
(2004) destaca dos funciones didacticas importantes que
suelen atribuirse a la tecnologia: 1) la metafora del
amplificador, que aprovecha el hecho de que la tecnologia
puede aumentar algunas de nuestras competencias,
permitiendo hacer mas de lo que haciamos sin ella de
manera mas rapida y con mayor precision, es decir,
amplificando nuestras posibilidades; y 2) la metafora del
organizador, que se basa en la observacion de que el uso de
la computadora no sélo permite amplificar las capacidades
humanas, sino que abre la puerta para reorganizar y
transformar las actividades de modo que propicien cambios
estructurales en el sistema cognitivo de los estudiantes.

El razonamiento sobre la variabilidad es fundamental para
razonar estadisticamente. Sin embargo, los cursos de
Estadistica reducen su estudio al calculo de las medidas de
dispersion (por ejemplo, rango, desviacion estandar,
varianza y rango intercuartil) y algunas de sus aplicaciones,
como la regla empirica. Este escaso tratamiento de la
variabilidad no corresponde con el papel central que se le
atribuye a este concepto en la Estadistica.

Considerando lo anterior, este estudio busca responder la
siguiente pregunta de investigacion: ;qué nivel de
razonamiento estadistico poseen los profesores de
matematicas acerca de la variabilidad cuando resuelven
tareas de prediccion inscritas en problemas binomiales,
antes y después de desarrollar actividades de simulacion
computacional?

2. ALGUNOS ESTUDIOS RELACIONADOS

A continuacion, se presentan los resultados de algunos
estudios sobre la comprension de profesores acerca de la
variabilidad.

Makar y Canada (2005) muestran los resultados de dos
estudios empiricos sobre las concepciones de variacion que
poseen profesores en formacion de primaria y secundaria,
enfocandose en las fortalezas y debilidades que tienen en su
razonamiento estadistico. Ambos estudios muestran que los
profesores tienden a usar concepciones diferentes cuando
cambia el contexto del problema. Asi mismo, emplean una
terminologia informal para referirse a las representaciones
(centro, forma, etc.) y sus descripciones sobre la dispersion
de una distribucion son similares. Estos autores sefialan que
este tipo de terminologia usada en su lenguaje, no estandar e
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informal, necesita un mayor énfasis en la investigacion
sobre el razonamiento estadistico.

Sharma (2007) explora las ideas acerca de la variacion de
veinticuatro futuros profesores de Educacion Primaria. Los
participantes respondieron a dos items, el primero inmerso
en un entorno cotidiano, y el segundo en una situacion de
juego de azar. Como parte de sus resultados, Sharma sefiala
que el pensamiento de la mayoria de los profesores estuvo
fuertemente influenciado por el sesgo de equiprobabilidad y
por expectativas personales mas que por una consideracion
de la variabilidad. Sin embargo, algunos profesores parecen
poseer nociones de ella, pero no pudieron expresarla e
integrarla en sus explicaciones.

Por su parte, Sanchez y Garcia (2008) realizan un estudio
con seis profesores en servicio de Educacién Secundaria
sobre la nocion de variacion en una tarea de prediccion,
inscrita en wuna distribucion uniforme. Mediante la
taxonomia SOLO se analizan los razonamientos de los
profesores en actividades relacionadas con la variacion
estadistica. Sus resultados destacan que la nocion de evento
no singular surgié como elemento clave para evaluar la
transicion del razonamiento multiestructural al relacional.

En Wessels (2014) se informa sobre un programa de
desarrollo profesional centrado en la cultura estadistica,
enfocado en desarrollar el razonamiento de profesores en
servicio sobre variabilidad e incertidumbre. Los resultados
muestran un aumento en los niveles de razonamiento sobre
la variabilidad después de la intervencion, por lo que se
enfatiza el diseflo de experiencias de aprendizaje en este tipo
de programas.

Vermette y Gattuso (2014) exploran el conocimiento
didactico del contenido de doce profesores de matematicas
de secundaria sobre el concepto de variabilidad. Los
resultados de este estudio muestran que los participantes
tenian dificultades y nociones erroneas relacionadas con el
concepto de variabilidad. Ademas, las reacciones de algunos
profesores ante escenarios que describian las estrategias,
soluciones y conceptos erroneos de estudiantes frente a una
tarea relacionada con la variabilidad, destacaron la
influencia del conocimiento de contenido del concepto en el
conocimiento didactico.

En un estudio mas reciente, Gonzalez (2016) presenta una
propuesta de marco conceptual para examinar las
concepciones de variabilidad de los profesores en diversos
contextos estadisticos, asi como el conocimiento del
contenido y el conocimiento didactico del contenido en
relacidn con esta idea estadistica.

Si bien se han desarrollado investigaciones en torno a las
concepciones de los profesores de matematicas acerca de la
variabilidad estadistica, este estudio presenta una propuesta
de niveles de razonamiento estadistico que considera la
relacion entre la estructura y la aleatoriedad para el analisis
de respuestas ante tareas de prediccion inscritas en
problemas binomiales, como una alternativa para desarrollar
dicho razonamiento en los profesores de matematicas
mediante el uso de Fathom. Cabe mencionar que este
software de datos dinamico para la ensefianza y aprendizaje
de la estadistica es apropiado desde Educacion Secundaria
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hasta primeros cursos universitarios. Ademds, ha sido
utilizado en diversas investigaciones (e.g. Ramirez, 2008;
Sanchez, 2002).

3. MARCO CONCEPTUAL

Se entiende por marco conceptual a los factores claves o
conceptos apropiados y ttiles que explican las principales
cosas que seran estudiadas, asi como las supuestas
relaciones entre ellas (Miles y Huberman, 1994). Bajo esta
postura, se distinguen tres componentes conceptuales que
dan sustento a este estudio: 1) la variabilidad, como idea
estadistica fundamental inscrita en tareas de prediccion; 2)
el razonamiento estadistico, como la forma de buscar
explicaciones acerca de la variabilidad intrinseca en tareas
de prediccion; y 3) la taxonomia SOLO, como modelo para
evaluar el razonamiento estadistico de los profesores
mediante la jerarquizacion de las respuestas que dan a las
tareas de prediccion en problemas binomiales.

3.1. Variabilidad

Phatak y Robinson (2005, p.l1) sefialan que “usamos la
palabra variabilidad para describir una situaciéon en la cual
las observaciones o las medidas deberian ser las mismas,
pero no lo son”. En este sentido, consideramos que la
variabilidad es la manifestacion de cambio de un fenomeno
que se observa. En Estadistica se diferencian dos tipos de
variabilidad que atienden dicho cambio: 1) la variabilidad
que sigue ciertas leyes definidas o funcionales, es decir, una
estructura, y 2) la variabilidad aleatoria, que satisface a lo
aleatorio o caético. Por ejemplo, Batanero (2001) expresa lo
siguiente respecto a los datos en el contexto del analisis
exploratorio:
Para entender los principios por los que se guia el
analisis exploratorio, se ha de tener en cuenta que
los datos estan constituidos por dos partes: la
“regularidad” o tendencia y las “desviaciones” o
variabilidad. Por regularidad entendemos la
estructura simplificada de wun conjunto de
observaciones (en una nube de puntos es la recta a
la cual se ajusta). Las diferencias de los datos con
respecto a esta estructura (diferencia en nuestro
caso respecto a la recta), representan las
desviaciones o residuos de los datos, que
usualmente no tienen por qué presentar una
estructura determinada. (p. 27)

La relacién entre la aleatoriedad y la estructura se expresa
de otra manera en Ezer (2001), quien explica cémo la
variabilidad es portadora de incertidumbre e informacion.
La incertidumbre se presenta cuando una ley o estructura de
los datos es puesta en duda por uno o varios datos que no
encajan en ella. La variabilidad como informacion, se puede
entender facilmente pensando cuan banales serian los
resultados de cualquier recogida de datos si éstos resultaran
constantes. Por ejemplo, no es de ninguna ayuda una prueba
escolar que quiera dar cuenta de las diferentes habilidades
de un grupo de estudiantes si todos estos responden de la
misma manera a los items de la prueba. Sin la variabilidad
es imposible ganar conocimiento, es decir, sin la
variabilidad no se revela una estructura. Lo anterior justifica
descomponer el concepto de variabilidad en términos de las
nociones de estructura y aleatoriedad.
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3.2.Razonamiento estadistico

Uno de los primeros modelos para describir el razonamiento
estadistico es el propuesto por Wild y Pfannkuch (1999). En
este modelo, los autores destacan el papel central de la
variacion (o variabilidad) en este razonamiento, al sefialar la
identificacion de las fuentes que la producen como un
componente fundamental. De acuerdo con Garfield y Ben-
Zvi (2008):
El razonamiento estadistico es la forma en que la
gente razona con las ideas estadisticas y le da
sentido a la informacion estadistica [...] puede
involucrar conexiones de un concepto a otro (por
ejemplo, medidas de tendencia central y dispersion)
o combinar ideas acerca de datos y azar. El
razonamiento  estadistico  también  significa
entender y ser capaz de explicar procesos
estadisticos y de interpretar sus resultados. (p.34)

En este sentido, consideramos que el razonamiento
estadistico permite buscar explicaciones acerca de la
variabilidad intrinseca en un experimento. Por ejemplo, al
realizar predicciones teniendo en cuenta la estructura y
aleatoriedad.

3.3. Taxonomia SOLO

Una manera de analizar y describir el razonamiento
estadistico de los profesores acerca de la variabilidad es a
través de niveles jerarquicos. La taxonomia SOLO
(Structure of the Observed Learning Outcome) propuesta
por Biggs y Collis (1991) ha sido utilizada para analizar y
evaluar la calidad del aprendizaje de estudiantes hasta
profesores en servicio, en diferentes niveles educativos, en
términos de las respuestas expresadas en alguna tarea (e.g.
Diaz-Levicoy, Sepulveda, Vasquez y Opazo, 2017; Garcia-
Garcia, Arredondo y Marquez, 2018; Juarez e Inzunsa,
2014), pero también ha sido la base para elaborar jerarquias
de desarrollo de razonamiento (e.g. Garcia, Medina y
Sanchez, 2014; Landin y Sanchez, 2010).

La taxonomia SOLO comprende cinco niveles de
crecimiento y desarrollo cognitivo para categorizar las
respuestas y evaluar el aprendizaje que ha alcanzado, los
cuales se describen a continuacion:
Preestructural. El sujeto realiza la tarea, pero se
distrae o se desvia con un aspecto irrelevante o que

Tabla 1
Caracteristicas de los participantes del estudio

no tienen ninguna relacion con el conocimiento que
se pretende desarrollar.

Uniestructural. El sujeto estd enfocado en el
dominio relevante y toma s6lo un aspecto para
trabajar.

Multiestructural. El sujeto considera cada vez mas
aspectos relevantes o caracteristicas correctas, pero
no los integra.

Relacional. El sujeto integra cada aspecto relevante
con los otros, de manera que el todo tiene una
estructura coherente y significado.

Abstracto extendido. El sujeto generaliza el
conocimiento adquirido en el nivel relacional, al
considerar mas y nuevas caracteristicas abstractas,
y representa el inicio de un ciclo superior.

En este estudio utilizamos la taxonomia SOLO para
caracterizar el razonamiento estadistico de los profesores de
matematicas acerca de la variabilidad, a partir de las
respuestas que dan tareas de prediccion inscritas en
problemas binomiales; es decir, la taxonomia nos apoyara
con su estructura valorativa para establecer relaciones entre
la estructura y la aleatoriedad, y con ello, proponer niveles
de razonamiento estadistico enfocados en mirar el fenémeno
de la variabilidad.

4. METODOLOGIA

4.1. Método de investigacion y participantes

Esta investigacion corresponde a un estudio de casos,
“adecuado para un andlisis intensivo y profundo de uno o
pocos ejemplos de ciertos fendmenos” (Goetz y LeCompte,
1988, p. 69), que permite un analisis intensivo a la luz de la
relacion entre la estructura y la aleatoriedad, estableciendo
situaciones causales y correlaciones acerca de la
variabilidad, en otras palabras, se usa el caso como un
medio instrumental para comprender el razonamiento
estadistico emergente de los profesores.

Participaron siete profesores de matematicas que estaban
cursando la asignatura de Probabilidad y Estadistica, curso
optativo de la Maestria en Docencia de la Matematica de la
Universidad Autonoma de Guerrero, México. La seleccion
de los profesores fue por conveniencia; ademas, estos
mostraron interés por participar en la investigacion. La
Tabla 1 muestra algunas caracteristicas de los participantes,
quienes se identificaran con pseudonimos.

Profesor Edad Grado académico vae.I educativo donde Ano.s de.
imparte clase experiencia
Emanuel 29 Licenciatura en Matematicas Secundaria 7
Ismael 35 Maestria en Competencias Profesic.)flales.parg la Docencia Primaria 12
Licenciatura en Educacion Primaria
Ignacio 39 Licenciatura en Arquitectura y Urbanismo Secundaria 3
José 35 Licenciatura en Matematicas y Computacion Bachillerato 4
Maria 32 Licenciatura en Matematicas Secundaria 2
Mbnica 26 Licenciatura en Matematicas Bachillerato 2
Beatriz 29 Licenciatura en Matematicas Bachillerato 3
Fuente: elaboracion propia.
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Cabe sefialar que los profesores no habian recibido ningin
tipo de ensefianza formal acerca de la distribucion binomial
durante el curso de la maestria.

4.2.Instrumentos de indagacion

Los instrumentos de indagacion que se utilizaron fueron:
dos cuestionarios, que sirvieron como previo y posterior en
cada fase del estudio, de manera excluyente, y dos
actividades guiadas para trabajar con Fathom (software
educativo de estadistica). Cada instrumento nace del
rediseio de los elaborados por Garcia-Garcia (2017),
considerando dos problemas binomiales denominados
iRefresco gratis! y jAl azar!, donde la variable aleatoria X ~
B(3,1/2) y X ~ B(3,1/3), respectivamente. Cada problema
binomial considera cinco tareas, encaminadas en: 1)
describir los elementos del espacio muestral, 2) indicar los

Tabla 2
Problemas binomiales y tarea de estudio

valores de la wvariable aleatoria, 3) determinar la
probabilidad de cada valor de la variable, 4) determinar la
probabilidad de un evento compuesto y 5) predecir las
frecuencias de cada valor de la variable en 1000 repeticiones
del experimento.

Cabe sefialar que el lenguaje expresado en los problemas,
sugerido en otros articulos (e.g. Garcia, Medina y Sanchez,
2014), fue utilizado con el fin de hacerlos cercanos a los
profesores. Ademas, si bien dentro de un contexto realista es
dificil que una persona realice un experimento 1000 veces,
la prediccion de las frecuencias podria llevar a la reflexion
del profesor acerca de la variabilidad a la que estan sujetos
los resultados. Con el fin de dar respuesta a la pregunta de
investigacion planteada en este trabajo, solo se expondra y
comentara la tarea de prediccion (ver Tabla 2).

Problema binomial

Tarea 5. Prediccion para 1000 repeticiones del
experimento

iRefresco gratis!

Una compaiiia refresquera lanzd una promocion en todos sus productos en
Meéxico. La promocion consiste en que las tapas que tengan la leyenda
“Vale Otro” bajo la misma, podran ser canjeadas de manera gratuita por el
mismo refresco; es decir, recibira un refresco gratis. La publicidad de la

compaiiia indica que una de cada dos tapas tiene la leyenda.
jAl azar!

Un profesor de primaria solicita a sus estudiantes que realicen un examen
sobre conocimientos generales de la Historia de México. El examen es de
opcion multiple y consta de 3 preguntas; cada pregunta cuenta con tres
opciones de respuesta, siendo s6lo una opcion la correcta. Como fue un
examen sorpresa, los estudiantes no se prepararon, asi que muchos

contestaron al azar.

Si una persona destapara tres refrescos en 1000
ocasiones, /cuantas ocasiones crees que
obtendria cero refrescos gratis, un refresco
gratis, dos refrescos gratis, y tres refrescos
gratis? Explica tu respuesta.

Si un estudiante contestara las tres preguntas en
1000 ocasiones, /cuantas ocasiones crees que
obtendria ninguna respuesta correcta, una
respuesta correcta, dos respuestas correctas, y
tres respuestas correctas? Explica tu respuesta.

Fuente: elaboracion propia.

4.3.Procedimiento de aplicacion de
instrumentos

Los instrumentos mencionados fueron aplicados en dos
fases: en la Fase I, los enfocados al problema binomial
iRefresco gratis!; y en la Fase II, los correspondientes al
problema binomial Al azar! Cada una de las fases
contemplaba tres etapas:
Etapa previa. Se solicit6 a los profesores responder el
cuestionario, con el objetivo de identificar el nivel de
razonamiento que poseen acerca de la variabilidad
cuando resuelven tareas de prediccion antes de
realizar la actividad de simulacion computacional.
Etapa de simulacion computacional. A partir del
desarrollo de una actividad guiada, los profesores
realizaron la simulaciéon computacional de cada uno
de los problemas binomiales. Por ejemplo, para el
problema jAl azar!, primero simulan el experimento
de contestar las tres preguntas del examen con el
objetivo de reconocer los elementos del espacio
muestral (Q = {CCC, CCI, CCi, CIC, CII, CIi, CiC,
Cil, Cii, ICC, ICI, ICi, IIC, I, IIi, IiC, Iil, Tii, iCC,
iClL, i1Ci, 1IC, ill, ili, iiC, iil, iii}, donde las letras C, I, i
representan la opcion correcta (C), la primera opcion
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incorrecta (I) y la segunda opcidn incorrecta (i). Asi,
el elemento CCC significa que las respuestas de las
tres preguntas son las opciones correctas; mientras que
iIC simboliza que la respuesta de la primera pregunta
es la segunda opcién incorrecta, de la segunda
pregunta es la primera opcion incorrecta, y de la
tercera pregunta es la opcion correcta. Después,
identifican los valores de la variable aleatoria X =
‘numero de respuestas correctas al contestar las tres
preguntas’ (X =0, 1, 2, 3). Posteriormente, realizan la
simulacion de 1000 veces el experimento. Finalmente,
los profesores repiten la simulacién en varias
ocasiones con s6lo apretar un par de teclas de manera
conjunta, generando nuevos resultados en cada una de
ellas. Esto permite identificar la variabilidad intrinseca
en el experimento y observar que los valores varian
alrededor de las frecuencias esperadas. Cabe senalar
que las frecuencias esperadas son valores de
referencia alrededor de los cuales estaran las
frecuencias reales obtenidas de la realizacion
adecuada de las 1000 repeticiones del experimento. En
la Figura 1 se presenta de manera breve el proceso de
simulacion computacional del problema binomial jAl
azar!
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1) Definir los casos posibles
El atributo “Respuesta’ representa las tres opciones de
respuesta, siendo solo una opeion la correcta (C) v dos
incorrectas (1. 1).
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Figura 1. Proceso de simulacion del problema binomial jAl azar! con Fathom

Etapa posterior. Se solicit6 a los profesores responder
nuevamente el cuestionario, con el objetivo de
identificar el nivel de razonamiento que poseen acerca
de la variabilidad cuando resuelven tareas de
prediccion después de realizar actividades de
simulacién computacional.

Cada fase del estudio se aplic6 con una semana de
diferencia, ya que las sesiones del curso eran semanalmente.
El cuestionario de la etapa previa y posterior de cada fase se
aplicé en 30 minutos cada uno; mientras que cada actividad
de simulacion computacional se llevd a cabo en 60 minutos
aproximadamente. Esto se realiz dentro del aula de clase.
Los profesores contaban con computador portatil propio
(laptop), en el que se instalo el software Fathom.

4.4.Procedimiento de analisis de datos

La observacion de las frecuencias propuestas por los
profesores, ante una tarea de prediccidon, puede reflejar la
manera en que entienden la variabilidad a la que estan
sujetos los resultados, por lo que, frente a esta tarea, se
esperaba que se propusieran distribuciones de frecuencias
con valores relativamente cercanos a las frecuencias
esperadas. Para el analisis de las respuestas de los
participantes, se establecieron cuatro niveles de
razonamiento estadistico considerando la taxonomia SOLO.
Preestructural. En este nivel consideramos respuestas
que no cumplen con alguno de los aspectos de la tarea,
ademas, aquellas cuya justificacion es incoherente o
no pertinente.
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Uniestructural. En este nivel consideramos respuestas
que se centran en un so6lo aspecto de tarea: estructura o
aleatoriedad. Enfocadas en la estructura cuando
proporcionan las frecuencias esperadas (para el
problema jRefresco gratis!, las frecuencias esperadas
de 0, 1, 2 y 3 son 125, 375, 375 y 125,
respectivamente; y para el problema jAl azar!, las
frecuencias esperadas de 0, 1, 2 y 3 son 296, 445, 222
y 37 respectivamente, tomando en cuenta una
adecuacion de los valores, ya que 1000 no es divisible
entre 27); y en la aleatoriedad cuando consideran,
implicita o explicitamente, que cualquier evento puede
ocurrir (frecuencias diferentes a las esperadas, pero de
manera desordenada).

Multiestructural. En este nivel consideramos
respuestas que presentan ambos aspectos de la tarea,
estructura y aleatoriedad, pero no relacionados de
manera adecuada. Por ejemplo, cuando proporcionan
frecuencias muy alejadas a las esperadas, pero
consideran la forma de la distribucion; para el caso del
problema binomial jAl azar!, la frecuencia del valor
X=1 es mayor que X=0, la frecuencia del valor de
X=0 es mayor que X=2, y la frecuencia de X=2 es
mayor que X=3; esto da indicios que reconocen la
variabilidad de los datos.

Relacional. En este nivel consideramos respuestas que
relacionan de manera adecuada los dos aspectos de
tarea, estructura y aleatoriedad, por lo que reconocen
la variabilidad. Por ejemplo, cuando proporcionan
frecuencias cercanas a las esperadas. Para el problema
iRefresco gratis!, las frecuencias de 0, 1, 2 y 3 caen
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dentro de los rangos de 125415, 375+25, 375£25 y
125+£15, respectivamente; y para el problema Al
azar!, las frecuencias de 0, 1, 2 y 3 caen dentro de los
rangos de 296+20, 445+25, 222+15 y 37+10,
respectivamente.

Nos situamos en los primeros cuatro niveles debido a que el
tipo de tarea promovia el desarrollo de estos al establecer
frecuencias, ya que para alcanzar el nivel abstracto
extendido se requiere generalizar el conocimiento adquirido
en el nivel relacional, asi como el uso de otros conceptos
estadisticos como intervalos de confianza.

Ademas, los rangos sefialados en el nivel relacional fueron
determinados haciendo uso de Fathom. Primero, se simulan
1000 valores de la variable aleatoria, luego se determina la
frecuencia de cada valor (0, 1, 2, 3) y se calcula su

diferencia con la frecuencia esperada; después, este proceso
se repite 100 veces y se observa la distribucion de las
diferencias (este nimero de simulaciones esta apoyado en la
idea de ley de los grandes ntimeros y en las caracteristicas
de ejecucion del software); y finalmente, se toma un rango
que en promedio considere el 90% de las frecuencias
simuladas, con centro en la frecuencia esperada para cada
valor de la variable.

5. RESULTADOS

A continuacidn, en la Tabla 3 se presenta la transcripcion de
las respuestas de los profesores a la tarea de prediccion del
problema binomial jRefresco gratis!, en la etapa previa y
posterior a la simulacion computacional, y su clasificacion
en la taxonomia SOLO.

Tabla 3
Clasificacion de las respuestas a la tarea de prediccion del problema jRefresco gratis!
Profesor Respuesta en la etapa previa Nivel Respuesta en la etapa posterior Nivel
125,375,375, 125
0, 1000, 0, 0 Las frecuencias las puse con base a Uniestructural
Emanuel ., Preestrutural e .
Por la promocion su probabilidad que salieron en el -estructura-
espacio muestral
125, 375, 375, 125
300, 400, 200, 100 . Se repa.r‘Fen proporcionalmente a la
. . , Uniestructural ~ probabilidad que le toca a cada uno, .
Ismael Las frecuencias varian puesto que s6lo . , Relacional
. . -aleatoriedad-  y como son un nimero muy alto de
existen muchas opciones en cada 2
refresco se acerca mucho a la
probabilidad tedrica
0, 333, 333, 333 125, 375’ 375, 1,25 . . .
. . . s 1000/8 = 125, sblo existen 8 posibles  Uniestructural
Ignacio  Tienen la misma posibilidad al Preestructural
, resultados a los 1000 refrescos -estructura-
aumentar el nimero de eventos
destapados
200, 300, 300, 200
250, 250, 250, 250 A mayor nimero de eventos se
José Ya que all haber mas .eventos el Preestructural incrementa mas la posibilidad de . Multiestructural
porcentaje de las variables aumentan obtener los resultados 1y 2; es decir,
casi a la misma cantidad esta casi a la par; solo 0 y 3 estan
disparejos con 1y 2
100, 300, 300, 300
La probabilidad de que ningtin 70, 340, 460, 130
Maria refresco salga gratis es 3/12=1/4, salir Preestructural La probablhdgd de caer cualquier Multiestructural
un refresco gratis 1/12 y el de dos evento va variando con respecto a los
refrescos 2/12=1/6 y el de 3 refrescos refrescos que se den.
gratis 3/12=1/4
200, 450, 220, 130
El que salga una tapa premiada tiene 100, 390, 400, 110
/2 de probabilidad, y las El que salga uno o dos refrescos
Moénica  probabilidades de obtener al menos 1 Multiestructural . ¢ S%'8 . Relacional
, . tiene mas probabilidad a que todos
0 2 es mas grande a obtener ninguno o salean o nineuno
todas premiadas, dado a como estan & guno.
formadas las tercias
121, 368, 403, 108 124, 378,’ 382, 162
Por que como son més refrescos, hay Entre mas refrescos se destapen, hay
Beatriz ’ Relacional mas posibilidades de obtener uno o Relacional

mas posibilidad en 2 y 1, pero menos
en 0y 3.

dos gratis, y disminuye la
probabilidad de cero y tres.

Fuente: elaboracioén propia.

En la etapa previa del problema binomial jRefresco gratis!,
las respuestas de los profesores Emanuel, Ignacio, José y
Maria se clasifican en un nivel preestructural. Emanuel
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presenta una respuesta improbable, quiza se enfoca en la
frase del enunciado del problema ‘una de cada dos tapas
tiene la leyenda’, es decir, en el parametro p. Las
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justificaciones y frecuencias dadas por Ignacio y José
aluden al sesgo de equiprobabilidad, el cual hace referencia
a la creencia de que todos los eventos asociados a cualquier
experimento aleatorio tienen la misma probabilidad de
ocurrencia, sin tener en cuenta que puedan tratarse de
eventos compuestos o exista alguna asimetria (Lecoutre,
1992). Por otro lado, la justificacion de Maria no es
pertinente con la tarea, ya que establece doce posibles
resultados. La respuesta de Ismael se clasifica en el nivel
uniestructural al proporcionar frecuencias desordenadas,
ademas, su justificacion refiere a la aleatoriedad. Las
respuestas de Monica y Beatriz se clasifican en el nivel
multiestructural y relacional, respectivamente, ya que
presentan tanto la estructura como la aleatoriedad de la
situacion; Monica proporciona frecuencias que consideran
la forma de la distribuciéon, pero muy alejadas de las
esperadas, por lo que no logra relacionar ambos aspectos, a
diferencia de la respuesta de Beatriz, que presenta una
relacion adecuada al proporcionar frecuencias dentro del
rango establecido.

En la etapa posterior del problema binomial jRefresco
gratis!, los profesores Emanuel, Ignacio, José, Maria,
Mobnica e Ismael presentan un avance en la calidad de sus
respuestas, lo que significa un progreso en su nivel de
razonamiento estadistico. Las respuestas de Emanuel e
Ignacio se clasifican en el nivel uniestructural, consideran la

Tabla 4

estructura de la situacion; ademas, aluden a la probabilidad
teorica de cada valor de la variable y a los ocho elementos
del espacio muestral en sus justificaciones. Las respuestas
de José y Maria se clasifican en el nivel multiestructural, ya
que las frecuencias que proporcionan presentan la forma de
la distribucion, pero estdn muy alejadas de las esperadas; en
sus justificaciones mencionan caracteristicas de la estructura
(caso José) y la aleatoriedad (caso Maria) de la situacion.
Las respuestas de Monica e Ismael se clasifican en el nivel
relacional; las frecuencias que proporciona Monica se
encuentran dentro del rango considerado para este
problema, ademas, su justificacién puntualiza el hecho de
que P(X=1) y P(X=2) son mayores que P(X=0) y P(X=3). Si
observamos solamente las frecuencias que proporciona
Ismael, podriamos caer en el error de creer que s6lo toma en
cuenta la estructura, pero si analizamos su justificacion,
acerca mucho a la probabilidad tedrica, considera una
aproximacion a la distribucion teorica de probabilidad. Si
bien el nivel de razonamiento estadistico de Beatriz no
cambia, reafirma su nocién previa acerca de la variabilidad.

En la Tabla 4 se muestra la transcripcion de las respuestas
de los participantes a la tarea de prediccion del problema
binomial jAl azar!, en la etapa previa y posterior a la
simulacién computacional, y su clasificacion en los niveles
jerarquicos propuestos.

Clasificacion de las respuestas a la tarea de prediccion del problema Al azar!

Profesor Respuesta en la etapa previa

Nivel Respuesta en la etapa posterior Nivel

100, 400, 400, 100

296, 445,222, 37

, , . Uniestructural Todo esto porque su probabilidad  Uniestructural
Emanuel Todavia en este niimero la tendencia no es . o
la mi -aleatoriedad- es distinta una de otra y respeto a -estructura-
a misma .
eso ponga sus frecuencias.
250, 250, 250, 250 299,450, 223,37
. 2, . Calcular la proporcion usando la
Es una situacion de azar, pueden obtenerse  Uniestructural ., . .
Ismael . . . fraccion que se obtienen como Relacional
varios los valores que sean siempre y -aleatoriedad- o
probabilidad e cada uno de los
cuando sumen 1000 .
resultados posibles.
50, 300, 390, 260 . 290, 400, 260, 40
. , , Uniestructural . , .
Ignacio  Entre mas grande sea la muestra mas . Entre mas veces, mas es la Relacional
. . -aleatoriedad- )
variados seran los resultados tendencia entre los valores 1 y 2
300, 200, 200, 300 250, 400, 200, 150
. Considerando que tendria mas alto indice Uniestructural  El valor 1 tiene mas posibilidades .
José . Multiestructural
de resultar que los alumnos obtengan -aleatoriedad- de que resulte a la hora de
respuesta de tipo 0y 3 contestar.
0. 400, 300, 300 . 330, 370, 290, 10
, - . Uniestructural ~ Ya que tiene 1000 sucesos, la .
Maria Dado que la probabilidad va variando, se . o Multiestructural
. o -aleatoriedad- probabilidad de que obtenga una
modifican las probabilidades
respuesta €s mayor.
80, 470, 360, 90
Las que tienen mas probabilidad de . 250, 380, 235, 135
. obtenerse son 1 y 2 respuestas correctas, Uniestructural . S .
Mbnica . . . . Hay maés posibilidad que el Multiestructural
mientras las otras tienen la misma -aleatoriedad- alumno obtenea una buena
probabilidad; es decir, los resultados & ’
pueden salir igual o muy cercanos.
267,444,241, 48
Entre mas va aumentado la
Beatriz 120, 397, 360, 123 Uniestructural cantidad de estudiantes, la Relacional
----- -aleatoriedad- posibilidad de 3 respuestas
correctas sigue siendo baja y
entre 0, 1 y 2 aumenta.
Fuente: elaboracion propia..
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El cuestionario previo del problema binomial jAl azar!,
Fase II, se aplico después del cuestionario posterior del
problema jRefresco gratis!, Fase I; esto influyd en el tipo
de respuestas dadas por los profesores, clasificando todas
ellas en el nivel wuniestructural, enfocadas en la
aleatoriedad. Las respuestas de los profesores Emanuel,
Ignacio, Moénica y Beatriz presentan una influencia de la
estructura del problema binomial anterior, donde las
frecuencias de los valores X=1 y X=2 son mayores que las
de X=0 y X=3, sin embargo, para el problema jAl azar!,
estas frecuencias son consideradas desordenadas y
diferentes a las esperadas, al igual que las proporcionadas
por José y Maria. Las frecuencias proporcionadas por
Ismael presentan el sesgo de equiprobabilidad. Sin
embargo, su justificacion hace alusién a la aleatoriedad,
pueden obtenerse varios los valores que sean siempre y
cuando sumen 1000.

En el cuestionario posterior del problema binomial jAl
azar!, los profesores Ismael, Ignacio, José, Maria, Ménica
y Beatriz presentan un avance en la calidad de sus
respuestas, es decir, un progreso en su nivel de
razonamiento estadistico. Las respuestas de José, Maria y
Mobnica se clasifican en el nivel multiestructural, ya que las
frecuencias que proporcionan presentan la forma de la
distribucion, pero estan muy alejadas de las esperadas; en
sus justificaciones mencionan que la P(X=1) es mayor que
las probabilidades de los otros valores de la variable. Las
respuestas de Ismael, Ignacio y Beatriz se clasifican en el
nivel relacional, al proporcionar frecuencias que se
encuentran dentro del rango considerado para este
problema. El nivel de razonamiento estadistico que
presenta Emanuel en su respuesta es el mismo con relacion
al mostrado en el cuestionario previo. Sin embargo, cambia
su enfoque después de la actividad de simulacion,
considerando la estructura (distribucion teodrica de
probabilidad).

6. CONCLUSIONES

Las respuestas en los cuestionarios previos nos permitieron
identificar las falencias que presentan los profesores en
servicio respecto a la variabilidad. Con respecto al nivel de
razonamiento estadistico, en la Fase I predomind el
preestrutural (cuyas respuestas de los profesores no
cumplen con los aspectos de la tarea), mientras que el
uniestructural en la Fase II (enfocados en la aleatoriedad,
cualquier evento puede ocurrir). Estos resultados coinciden
con los obtenidos por Sharma (2007), en el sentido de que
inicialmente el razonamiento estadistico de los profesores
esta fuertemente influenciado por el sesgo de
equiprobabilidad y sus perspectivas personales.

El desarrollo de actividades de simulacion computacional
resulta efectivo para que los profesores adquieran o
enriquezcan la nocion de variabilidad, y la consideren en
sus respuestas a las tareas de prediccion en los problemas
binomiales jRefresco gratis! y jAl azar! En el cuestionario
posterior de cada fase predominan los niveles relacional y
multiestructural, es decir, los profesores consideran ambos
aspectos de la tarea, estructura y aleatoriedad,
reconociendo la variabilidad intrinseca en tareas de
prediccion, que era lo esperado bajo la premisa de que la
simulacién computacional se apoya en la ley de los grandes
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numeros. Lo anterior coincide con lo encontrado por
Sanchez y Garcia (2008), independientemente del tipo de
distribucion discreta trabajada; y con Wessels (2014), al
mostrar un cambio positivo en el nivel de razonamiento
estadistico de los profesores sobre la variabilidad, después
del uso de tecnologia.

En general, el uso de simulaciéon computacional permitio
que algunos profesores tuvieran un acercamiento apropiado
a la variabilidad, asi como comprender el comportamiento
tedrico de la distribucion binomial, esto a partir de la
generacion de varios experimentos y la visualizacion de las
distribuciones producidas. Ademas, la simulacion sirvi6é a
los profesores para organizar sus concepciones previas
sobre la variabilidad y, con ello, generar conocimiento
nuevo donde se considera este concepto, es decir, la
simulacién fungié como un simil de la metafora del
organizador.

Tener conciencia acerca de la presencia de la variabilidad
es indispensable en el desarrollo de un razonamiento
estadistico. Sin embargo, consideramos que el principal
obstaculo para salir de un razonamiento determinista es
que la mayoria de las personas no pueden controlar la
variabilidad, por lo que prefieren ignorarla y someter las
situaciones aleatorias a modelos fedricos que se reducen a
la aplicacion de férmulas. Lo anterior nos hace sugerir la
necesidad de cursos de actualizacion que apoyen al
profesor en servicio sobre el uso de nuevas herramientas
tecnologicas, con el fin de disefiar actividades que permitan
modificar el razonamiento estadistico de sus estudiantes.

Finalmente, en este estudio se discute la variabilidad mas
alla de los calculos tradicionales y, por tanto, muestra
niveles de razonamiento que pueden orientar en el
enriquecimiento de situaciones y problemas para abordar el
tema y, con ello, generar cambios en la practica de la
enseflanza de la distribucién binomial; asi como una
alternativa para desarrollar el razonamiento estadistico
mediante el uso de Fathom.
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